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ABSTRACT El presente taller pretende que los participantes puedan
explorar las potencialidades que el software Mathematica brinda a los
docentes como una herramienta de cdlculo e investigacién para impartir
contenidos de un curso de Algebra Lineal. La mayor parte de las
experiencias de ensenanza y aprendizaje integradas en el taller, son el
resultado de un proceso de implementacién del uso de las tecnologia de la
informacién y comunicacién en el curso MAY-222 Matemética III para
Informatica, que se imparte en la Escuela de Informética de la Universidad
Nacional de Costa Rica.
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1. INTRODUCCION

La matemadtica asistida por computadora, si bien es cierto, no es una disciplina
nueva en el dmbito académico, en nuestro pafs ha sido un drea de conocimiento
poco aplicada en las instituciones de ensenanza media superior.

En particular la Escuela de Informatica de la Universidad Nacional de Costa
Rica siendo conciente de este retroceso institucional, ha modificado la estruc-
tura curricular de los cursos de matemadtica que se imparten a los estudiantes de
las carreras en Ingenieria en Informatica e Informética Educativa, integrando la
utilizacién del software Mathematica como una herramienta de célculo e investi-
gacion para desarrollar la ensenanza de conceptos y nociones mateméticas bajo
un ambiente de aprendizaje tanto algoritmico como heuristico.

La experiencia iniciada en el ano 2005 no ha sido del todo exitosa, pero ha
permitido una integracién de las tecnologias de la informacién y comunicacién en
el curriculo escolar de una serie de materias tradicionalmente impartidas con re-
cursos diddcticos convencionales (tiza, borrador, notas de clase y libros de texto).
El reto ha sido abismal y los esfuerzos conducentes a una modernizacién de la
labor educativa han tenido en mi opinién efectos muy positivos.

Con el presente taller me he propuesto compartir con los y las colegas una
serie de experiencias de ensenanza y aprendizaje para desarrollar contenidos de
dlgebra lineal utilizando como herramienta de cdlculo y programacion el software
Mathematica. En el presente documento se presentan por capitulos, ejemplos
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concretos que se han puesto en préactica con los estudiantes de la cdtedra del
curso Matematica III para Informética.

2. ECUACIONES LINEALES Y MATRICES

1. Sean las matrices:

-1 7 7 5 10 -
A_(3\/§ -1 —3\/300) B_(Q

e
O =
Ut =
Qll
w] ®
— =
— O
"

°=
-1 T 3 1 0y
A= _ |
iw3 -1 -3 3 0 0
i
-3 11 -E 1 I:I|
B= — —
-2%3 0 53 3 11
;5o
-1
g
F=
0
1
L1
Luego:
e=5A—B

15+/3 .25 -5 -20 443 -1 -1



Para obtener la transpuesta de una matriz con Mathematica, se utiliza el

comando Transpose. De donde:

=

A, Transpose[B]

=
5.3 -52-7 1-53 .25 :57
-13-4/3 e “12-6415
=
Transpose[B] A
&
o615 73245 645235 5322015 -3
-1 7 T 5 1
-1+154/3 2 -15+m 5-54/3 1
.2 -3 -Te -3+/3 -enrm 3-5e -2
-1+34/3 g -3+ S+4/3 1
343 -1 -3 3 ]

°=

Transpose[F.Transpose[F] ]

o =
25 -5 40 0 5 5§
-5 1 -2 0 -1 -1
40 -2 &4 0 8 2
i] i] O 0 a i]
5 -1 &g 0o 1 1
5 -1 &8 0 1 1
=
Transpose [F] . F
* =
32
=

Transpose [F] . Transpose[A]
* =
11+8m -23+154/3



B.F

° =
g-5.3

|42-10 5

2. Sea la matriz A = < i >, a € R, a > 0. Para qué valores de a se

1
cumplird que:

(a) A2=A
(b) A2=1
(c) A2=0

En Mathematica para célcular la potencia de una matriz se utiliza el
comando Matrix Power. Por tanto, para resolver los sistemas de

ecuaciones anteriores se procede de la siguiente manera:

° =
}."_ - ||'a. 1" .
W1 &1
Solve [MatrixPower[A, 2] == A, &]
=
=
,7.\'[ - ||'a. l" .
W1 &1

Solve[MatrixPower[A, 2] == IdentityMatrix([2], &]

o <=
g=0}, [g=10
o=
. l.'a 11| )
=T 1 EI.JI
Solve [MatrixPower[A, 2] = ( d I:hl- 2|
b w0 0

o=



3. Utilice el comando MatrixPower para calcular el resultado de A™, Vn,n €
IN, siendo:

1 2 3 4
01 2 3
A= 0 0 1 2
0 0 0 1
En Mathematica obtenemos:
°=
1 2 3 4
. |o1 23
T loo1z2
0 0o o 1/

MHatrixPower[A, n]

o=

1 2n nil+2n %:1 1+3n+2n

o 1 2n nil«2n
o a 1 2n
o a 0 1

4. Conjeture el valor de la traza de la matriz n X n :

2 1 1 1
0 4 1 1
41— 00 6 1
000 - 2n

El comando Tr en Mathematica permite calcular la traza de una matriz.

A continuacién se presenta un programa que calcula la traza de A siendo



n=273,...,10.
=
<< "Linearilgebra MatrixManipulation™"
M={{}}

H={{}}:
=2}

While[n = 10,
For[i=1, i«=nm,
For[j=1,3«=nm,
If[i::3, H= Insert[H, 2i, {1, 3}11;
If[i <3, H= Insert[H, 1, {1, 3}11:
If[i: 3, H= Insert[H, 0, {1, 3}11; 3++1;
Tf[i--1, M=H]: If[i != 1, M = ippendColumnn=s[M, H]]:
H={{}}: i++1; Print[Tr[M]]; m++]
° =
&
12
20
30
4z
L6
Ta
a0

110

El cédigo << LinearAlgebra’ MatrizManipulation’ " llama la libreria que
permite a Mathematica reconocer el comando AppendColumns, el cual
agrega la matriz M la fila constituida por las entradas de H.

Mediante estos resultados se observa que:

Valor de n | Tr (A)
n=2 6=2-3
n=3 12=3-4
n=4 20=4-5
n=>5 30=5-6
n==6 42=6-7
n="7 56=17-8
n=3y 72=8-9
n=29 90=9-10
n =10 110 =10-11




De donde es posible conjeturar:
Tr(A)=n(n+1)
5. Para la siguiente matriz, calcule su inversa usando:

(a) Operaciones elementales por filas

(b) El método por cofactores

2 1 3 4 2
1 2 3 -1 4
T=12 3 2 1 4
5 -1 3 2 6
3 1 0 -5 2

Usando operaciones elementales por filas, en Mathematica tenemos:

=
2 1 3 4 210000
1 2 3 -14 01000

T=|2 3 2 1 4 0010 0f;
5 -1 3 2 600010
3 10 -5 200001

Fur[j =1,3:=9,

1
For[i=1, i=5, Tf[i==3, T[[i]1] = ————— «T[[i11]:
[ [ T[[i, 311 ]
1
Iffi#3, TOL11=TL[L1] -TI[Li, 30) » ——— «TL[[311}:
[2#3. ’ TLLG, 311 ]
i++]: 3++; If[J == 6, Print[MatrixForm[T]]1]]
o=
10000 2 -1 o o EN
4 L L
ol1lo0onQ0no 2L S5 &£ _5 3
126 4% 7 3] 11:
oo 1ng g s oo 1
26 k1 7 ] 11&
ooolo &£ -+ 1 1 1
26 LT 7 s 11%
0o0an0aon I e . &
11% 16 14 s 11%
Finalmente se concluye que:
1 1 1
EY _ 0 0 =
#8582 _s5 8
s N S| A W . 4
- dgb 487 17 'f)8 11123
i T L S R
112 16 14 28 112



Este resultado puede verificarse, si se utiliza el comando Inverse :

=
2 1 3 4 2
1 2 3 -1 4
T = 2 3 2 1 4 r
5 -1 3 2 &
3 1.0 -5 2
Inverse[T]
o =
] - 0 1] ]
4 4 4
= _fF x5 4
246 T 7 i 11
A% - R =
246 4 7 4 11
L T R 1
246 4 7 i 11
k1 & i
11 16 14 i 11

Usando el método por cofactores se tiene:

o =
O 0000
0 00 0 0
HiDJ= |0 0 0 O 0|:
O 0000
O 0000
0000
0000
M- :
0 00 0
0000
ll=1,
1=1;

For[i=1,1i=5,
For[i=1, 3<5,
For[h=1, h= 5,
For[k=1, k=5, If [h+ i && k= J,

M = ReplacePart[M, T[[h, K11, {u, 1}1: If [u=4, 1++];
If[1:=- 5, wu++; 1 =11]7 k++]; h++];u=1; 1 =1;
HADJ = ReplacePart [NADJ, (-1)") Det[M], {i, 3}]: i++]:

1++¢

If [i == 6, Print [HatrixFum[ Transpose [mm.]]]]]]

Det[T]



5. Halle una conjetura que exprese la

1 11 1
0 1 1 1
A=1]0 01 1
0 0 O 1
A continuacién se presenta un programa que calcula A=! conn = 2,3,. .., 10.

=

<< "Linearfilgebra MatrixManipulation™"

M={{}}
H={{}}:
n=2;

i .1
4 4
25
ki E 1
s ou
16 45
s
16 LT
_4 1
11 16

|
-a |

';lw -\.'|||—l

YWhile[n = 10,

For[i=1, i<=n,

For[j=1,]«=mn,XIf[i=z j, H=Insert[H, 1, {1, 3}11:
If[i-j, H= Insert[H, 0, {1, 33]11: J++1:

If[i--1, M=H]: If [i !'= 1, M - AppendColumns[M, H]]:
H={{}}; i++]; Print[HatrizForm[Inverse[H]]]:

n++]

imversa de la matriz n X n :



o=

-1
1

(

10

—
_H._“._U.I__.I_
_H._“..I__.I__H.
.”..I__.I_.”..”.
—



De donde se conjetura que:

—lsij=i+1
0 en otro caso

1sii=j

|

6. Determine el conjunto solucion del siguiente sistema de ecuaciones lineales.

» (IR) tal que: ¢

A= (Cij) €

En caso de que existan infinitas soluciones, escriba dos soluciones parti-

Emplee el

Utilice el método de eliminacion de Gauss-Jordan.

culares.

11



comando LinearSolve para verificar sus resultados.

r+y+2z=-1

20 — 3y + 6242w =3
y—4dz+ov=1

v—w =2

Un programa que resuelve el sistema de ecuaciones lineales anterior por el

método de Jordan-Gauss es el siguiente:

o —
11 2 0 0 -1
2 -3 & 0 2 3
M= H
o0 1 -4 1 0 1
o o 0 1 -1 2

For[j=1,3:z4,

For[i=1, i=4, Tf[i=-j & M[[i, 311 = 0,

1
H[[i]] = mwl{[[i]]]:
If[i=] && M[[I, 311 =0,
MI[i1]1 =M[[i1]-M[[i. 311~
J++: TE[J == 5, Print[MatrixForm[M]]]]
* &

1L o00ooa0 % 0

|en
1
=

o100 -

|
= R
[

ool
ooo1l -1 =2

En consecuiencia se obtiene:

eréw:Oéx:f%w
yférw:fléy:flJr%w
zfﬁw:()éz:l—gw

v—w=2=v=24w

H[[3.31]

wl-![[[j]]]: i++]:

.'.Sz{(—%w,—l—l—%w,%w,?—kw,w) \weB}

12



Al utilizar el comando LinearSolve observe que:

°=
(1 1 2 0 0
a |23 60 2
0 1 -4 1 0
0 0 0 1 -1
-1
3
B-= :
1
L 2

LinearSolve[f, B]
=
0
-1
0
2
0

el resultado devuelto es una solucién particular del conjunto solucién del
sistema cuando w = 0.
7. Determine los valores de k (k € IR) tales que el sistema tenga:

(a) Solucion unica
(b) Ninguna solucion

(¢) Mas de una solucion

r4+y+kz=2
3r+4y+2z=k
20 +3y—z=1

Un programa que resuelve el sistema anterior paso a paso, se muestra a

13



continuacion:
=
11 k 2
M= [3 4 2?2 k ] H
23 -1 1

Fur[j =1,j=3%,

1
Forfi=1, i3, Tf[i--3j, M[[i]] = ————— ~M[[i11]:
L L M[[i. 311 ]
TE|i =], MI[11] =M[[i]1] -M[[i, 311 » ———— ~M[[3]11|:
[t#3. ’ M[3, 311 ]
i++; Print[MatrixForm[M]1]: 3++]
° =
11 k 2
34 2 }:]
23 -1 1
11 k z
01 2-3k -5+}:]
2 3 -1 1
11 k z
01 2-3k -6+k
0l -1-2k -3
10 -2+4k 8-k
01 2-3k -6+k
0l -1-2k -3
10 -2+4k 8-k
01 2-3k -6+k
0l -1-2k -3
10 -2+4k 8-k
01 2-3k -6+k
00 -3+k 3-k
10 0 §-k- Btk
=2+k
01l 2-3k G5+k
00 -3+k -k
10 0 g-f-Aduitl
-4k
1 R N 2. LG R
=24k
00 -3+k -k
1 00 §-)- L3hai-fudky
N
0 1 0 -p5- fEBRACERD Ly
-4k
00l Sk
=24k

En el proceso anterior surge una restricciéon al observar el denominador

14



de la matriz nimero siete. Si este denominador es distinto de cero nece-
sariamente k # 3. En dicho caso el sistema de ecuaciones lineales tiene

solucién tnica, que corresponde a:

_ (B—k)(=2+4k) __
r=8—k— cEwa =3k+6

_ (B3—k)(2-3k) _
y——6+k—T ——2]€—4
3—k 1

3tk

z =

Si k = 3 la matriz nimero seis se reduce a:

1 0 10 5
01 -7 =3
00 0 O

de donde el sistema tendria infinidad de soluciones, a saber:
S={(b—-10z,—-3+47z,2) | z € R}

Es destacable por estos resultados, que el sistema niinca tendra solucién

vacia.

8. Resuelva con ayuda de Mathematica el siguiente problema: Una empresa
internacional necesita en promedio, cantidades fijas de yenes japoneses, li-
bras inglesas y marcos alemanes durante cada viaje de negocios. FEste afio
viajo tres veces. La primera vez cambid un total de $2 550 con las siguientes
tasas: 100 yenes por ddlar, 0.6 libras por délar y 1.6 marcos por ddlar. La
sequnda vez cambié $2 840 en total con las tasas de 125 yenes, 0.5 libras
y 1.2 marcos por délar. La tercera vez, cambié un total de $2 800 a 100
yenes, 0.6 libras y 1.2 marcos por délar. ;Cudntos yenes, libras y marcos
comprd cada vez?.

En este problema si:

z : es la cantidad fija de yenes
y : es la cantidad fija de libras
z : es la cantidad fija de marcos

el sistema que permite resolver la situacién descrita, corresponde a:
=+ sy + T2 = 2550
1{)095 oY T 157 =

1
et + gy + 15z = 2840
552 + 55y + 152 = 2800

15



Luego en Mathematica :

o —

r 1
00
1
125
1
L 100

o o
. Him'_li:n'_l
H H
|HM|HIZI'||H

o
o
H
ha

B=| 2840
V2500

F2350 ]

LinearSolve[#, B]
* =
[EDDDD. ]

Goa,
lzo0.

En consecuencia, cada vez compré 80 000 yenes, 600 libras y 1200 marcos

para viajar.

3. DETERMINANTES

1. Calcule el determinante de la matriz:

2 1 -1 0 0
1 -2 v2 3 0
70 -1
~ 1 1 -1 3
3 -1 -3

En la hoja de comandos se efectia lo siguiente:

o=
2 1 -1 0 0;
1 -2 42 3 0
fi=laas 2 7 0 a1
T 1 1 -1 3
0 2 3 -1 -3
Det [A
o=

ra
a
.
i
[k} |
a
3
an |
.
P
1
ra
1

16



2. Sean:

2 -1 0 1 -1
o 3 0 3 -1
A= 1 5 3 5 0
0 1 1 -1 0
0 0 0 O 1
2 0 00O
0 -1 0 0 O
B=]10 0 3 00
0 0 01 O
0 0 0 01

(a) gPara qué valores de X\ se satisface la ecuacion det (AA — B) =0%.

En primera instancia se obtiene la forma algebraica de la ecuacién,
escribiendo en la hoja de comandos las instrucciones:

°=
2 10 1 -1y
003 0 3 -1

a:=|1 5 3 5 o0
001 1 -1 0
0 0 0 o 1
(20 0 0 0O
0 -1 0 00

B:=|o0 0 300
00 010
o 0o oo 1)

Det[A- A - B]

° =

fogn-282%_233% g0t o3 F

Posteriormente con el comandoN Solve se resuelve la ecuacién
correspondiente, es decir:

HSolve[6+ 62 -282° - 2327 +692* -302% -- 0, 2]

dando como resultado:

{{A- -0,40964 - 0.177371 14}, {A —-0.40964+0.177371 11,
{1 0,7144571, {1 1.1, {1 1.404821)

se observa que de dichas raices las dos primeras corresponden a niimeros
complejos imaginarios y las otras, a niimeros reales.

(b) sExiste un vector X € M5y (IR) tal que A-X =B-X?.
AX=B-X=>A-X-B-X=0=(A-B)-X=0

17



Resolvamos este sistema de ecuaciones lineales homogéneo,
como se explicé en el capitulo 1, luego:

o=
2 .10 1 -1,
003 0 3 -1

a:=|1 5 3 5 0
01 1 -1 0
oo 0 0o 1
/2 0 00 0y
0 -1 000

B:=|0 0 3 00
00 010
\0 0 00O 1/

i
i
L.inearSclve[A—B. i} ]
1]
1]

en consecuencia la dnica solucidn es la trivial.

3. Calcule los coeficientes numéricos de x° y x> en la expresion:

O~ Ny O
O =8 = =
o8 [\
R O, O

Con el programa es posible hallar los coeficientes numéricos

18



por medio del comando Coef ficient, de la forma siguiente:

=
f2x 01 2 1
1 x 1 -1 0
A:=3 2 x 1 1
1 11 x 0@
0 00 0 =x

Coefficient[Det[A], ¥°]
o =2
Ys
=
Coefficient [Det[A], X'
e <= -9
concluyéndose que el coeficiente de z° es 2 y de x3; —9.

lsti+j=n+1

0siitjtntl conjeture una

4. Si M = (a;5) € M, (IR) tal que a;; = {
formula para caleular det (M) .

Apliquemos en este ejercicio un razonamiento inductivo, utilizando el sofware

para calcular el determinante de la matriz M siendo 1 < n < 10.

19



Un programa que nos permite realizar estos cédlculos es el siguiente:

* =
<< "Linearflgebra MatrixManipulation™"

M={{}}
H={{}}:
n=1;

Yhile[n = 10,

For[i=1, i=«=m,
For[1=1, ] <=n,
If[i+j ==n+1, H= Insert[H, 1, {1, 3}11:
If[i+3 '=n+1, H= Insert[H, 0, {1, 7}11: J++1;
If[i--1, M=H]; If[i != 1, ¥ - AppendColumn=[M, H]]:
H={{1}; i++]; Print[Det[M]1]; n++]

o=

-1

Finalmente mediante otros razonamientos que considere pertinentes,
es posible conjeturar la relacién:
n(n—1)
det (M) =(-1)" 2
. St M = (aij) € My (IR) tal que:
asii=]
Qi = Bsii+j7=5

0 en las demds entradas

compruebe utilizando Mathematica que el det (M) = (o — 3)* (o + ).

20



Por definicién de la matriz M:

a 0 0 g
10 a B8 O
M= 0 B a O
6 0 0 «
Luego:
°=
s 00 Bo
T L
SR O
W6 0 0 «
Det [M]
o=
__‘i - mi ‘Tli
L + =

Finalmente factorizando este resultado tenemos:
=
Iactcr[ﬂ" _oat gt Sq]

o=

6. Si se generaliza la matriz definida en el ejercicio anterior como
M = (a;j) € M,, (IR) con n par, tal que:

asii=]
Q5 = ﬂSZZ+]:Tl+1

0 en las demds entradas

conjeture si es posible obtener una relacion que exprese el det (M) en tér-
minos de o, 3 y n.

Para calcular los determinantes de las matrices Ms, My, Mg, Mg y Mg se

21



puede correr el siguiente programa:

* =
<< "Linearflgebra MatrixManipulation'"

M={{}}:
H={{}}:
n=2;

While[n = 10,
If[Mod[n, 2] -- 0,
For[i=1, 1 <=n,
For[j=1,3 <=n, If[i== j, H= Insert[H, a, {1, 7}]11:
If[i+j ==n+1, H= Insert[H, &, {1, }11;
If[i+j '=n+1 && i £3j, H= Insert[H, 0, {1, 3}11:
J++]: If[1 =1, M=H]:
Tf[i!= 1, M=fppendColumns[M, H]1: H={{}}: i++]:
Print [Factor[Det[M]]]]: n++]
&
(- B (= + 8)
CEIOMICEYIN
CEFMICEY N
(- 8% fa+ gt
(- e’

El comando Mod devuelve el residuo de la divisién: n + 2,
garantizdndose asf en la ejecucién de la aplicacién, que n

siempre sea par. Finalmente, utilizando un razonamiento inductivo:

det (M) = (a—B)% (a+p)*?

4. VECTORES EN IR? vy R"

Sean v=(-3,4,1), w=(5,3,2). Halle 2v — 3w.

Para efectuar esta operacién se declaran los vectores v y w, y
posteriormente se escribe en pantalla el vector 2v — 3w. Finalmente,

presionando la tecla enter se encuentra las coordenadas del

22



correspondiente vector, es decir:

S
vi=d{-3,4, 1};

wi= {5, 3, 2};
2w-3w

° =

[-21, -1, -4}

2. Dados los vectores A = (—=2,1,1), B = (1,2,-1), F = (1,1,2) € R
Hallar el vector H, donde H = xB + yF, es ortogonal a A y unitario.

En primera instancia se declaran los tres vectores:
Ai={-2,1, 1};
B:={1,2, -1}:

F:={1,1, 2};

Se declara a continuacién el vector H :
=
H:=xB+3F

Como H1 A= H-A =0, hallemos el producto escalar entre H y A,
para efectuar el producto punto se utiliza el comando Dot, o bien,

el operador -, en consecuencia:

=
Dot[H, A]

o=

Luego se resuelve la ecuaciéon H - A = 0 con respecto a y, entonces:

° =
Solve[x+3v-2(X+¥) =0, 7]

=

Ly KD

23



Finalmente, como el vector H es unitario tenemos:

° =
H=H/. y=+x
° =
22X, 3K, X
donde;
° =
Sulve[’“w."4x2+9x2+x2 =1, x|
° =

3. Pruebe que el angulo que forman los vectores A = (1,2,1) y B=(2,1,-1)
es el doble del dngulo que forman F = (1,4,1) y H = (2,5,5).

Declaremos los cuatro vectores:

Av={1,2,1}
Bi={1, 2, -1}:
Fi=4{1,64,1}:

H:=¥§2, 5, 51:

Al hallar los dngulos y efectuar su divisién se obtiene:

°=
Dot[A, B ! Dot[F, H
Arctcs[#] Arcﬂcs[#
A AL AB.EB +/F.F +/H.H
e =2

4. Sea 6 el dngulo que forman los vectores A, B € IR™, n > 2. Conjeture el
valor del limite:

lim 6

n—oo

st A=(2,4,...,2n) y B=(1,3,...,2n—1).
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Mediante un ciclo haciendo variar n de 2 a 15, observe que:

o =
A=1{2}:
B = {1}:

Fur[n: 2, n=15, h=Insert[R, ?n, -1]:

A.B
B - Insert[B, 2n-1, n]; @ - H[frcCos| ———]]:

AR BB

Print[8]; n++]

o=
0.141897
0.110884

0.0492352
0.0442338

0.0401502

de donde se puede conjeturar que:

lim 6 =0

n—00

5. Sean A= (1,-2,7) y B= (5, V2, 77) vectores de IR?, I el vector definido
por F = (B x A)— B y 0 el dngulo entre B y F.

(a) Verifique que AL (B+ F).
(b) Halle el dngulo 0.

Declaremos los vectores Ay B :

)
¥ o

(1, -2, w};

B: {5. A7, rr}.'
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Para calcular el producto vectorial entre dos vectores de IR?, en Mathematica

se utiliza el comando Cross, de esta forma el vector F' se obtiene como
sigue:

o=

F=Cross[B, A] -B
* =

7 N2 —dm, —10-42 -7l

Luego al calcular el producto punto entre A y B + F' se obtiene

=
Dot[A, B+F]

e <=0

Por otra parte:

* =

gy | — M =
N[ArcCos[Dot[B, F] / (VB.B v E.F)]]
o < 1.86443

6. Calcule el drea del triangulo ABC, si A = (—27,3.1), B = (1,—3,4e) y
H=(1,2V3,1).

Calculemos los vectores AD y AH :

A={-2m, 3, 1};
B={1, -3, 42);

H- 1, 243, 1}:
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_— -

Luego el producto cruz entre AB y AH corresponde a:
o —
Cross[AR, AH]

=

i
L]

i
|8
wl

i
[
o8]
[y

i

{

wl
i

Finalmente el drea viene dada por:

°=

1 1]
II[E + Cross[AB, AH].Cross[AB, Ad] |
e =43.0354

7. Determinar la ecuacion cartesiana del plano que pasa por los puntos

A= (m,—Ym,0), B=(-4,-3,V3) y H=(-2,-2V2,—/7).
Hallemos un vector normal n al plano, por medio de los vectores

generadores AB y AH :

A= -[:rr. -, I:I}.'

—

B={-4, -3, A &
H={-2, -2x+2, -4/n}:

n=H[Cross[B-A, H- A]]
=
[4.42041, -19.04832, 1.84551}

Calculemos el producto punto entre n y A :

°=
N[Dot[n, &]]
e <= 41.8069
Luego la ecuacién cartesiana del plano es aproximadamente:
4.42041x — 19.0632y + 1.84551z = 41.8069
8. Sea Q = (1,3,—8m) que no pertenece a la recta L (P;A) con P = (1,1,1)
y A= (V2,-v2,0). Verifique que la funcion f(t) = ||Q — X ()| donde

X (t) = P +tA es un polinomio cuadrdtico y ademds, que [Q — X (t1)] LA
siendo ty el punto minimo de la pardbola correspondiente.
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Declaremos los vectores @, P, Ay X :

0={f1, 3, -8§m};

P- {1: 1; 1}:
a- {2, V2, o)
X:=P+th;

Calculemos el vector @ — X (t) :

o=
0-Xx

=

[z, zed2 e, -1-8n)

Hallemos y definamos el criterio de asociacién de la funcién f () :

°=

Expand|[ (-~ 2 t]2 +[2+ﬁt]2+ (-1-87)°]
o=
Selemetant s a2 ceath

y para definir el criterio de asociacién;
°=

f[t]:=5+16m+647 +44 2 t+4t®

En este punto queda verificado que efectivamente la funcién es cuadritica.

Determinemos la componente x = t; del vértice:

o=

H[ﬂ]
24

e < —(0.707107

Luego al obtener el producto punto entre los vectores Q@ — X (t1) y A

tenemos:
° =

t:=-0.707107;

Dot - X, &i]
e =0
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9. Hallar la ecuacion del plano que es paralelo al plano de ecuacion asociada
ax + by + cz =d, si el punto P = (3,2,—1) equidista de ambos planos.
Debemos calcular en primera instancia, la distancia del punto P al plano
con ecuacién cartesiana ax + by + cz = d, para ello se utiliza la siguiente

formulas:
lazo + byo + czo — d|

Va2 + b2 + 2

siendo (xg, Yo, 20) las coordenadas del punto P. Resulta evidente que

este cdlculo da como resultado:
[3a +2b—c—d|
Va2 + b2 + 2
Por otra parte como los planos son paralelos, un vector normal del plano
de interés es:
N = (a,b,c)
en consecuencia la ecuacién cartesiana de dicho plano queda de la
forma:
ar+by+cz=D
nos falta encontrar la constante D, la cudl es posible calcularla

pues P equidista de ambos planos, por tanto en Mathematica:

o=

fbhs[3a+2b-c-d fbhs[3a+2b-Cc-D
So1ve[ 25132+ Il Sy !, p]

"*«,lu':12+];12+l::2 "%1l'|':12+]:.'|2+l::2

o=
{1iDs3a+2b-c-bbzs[3a+Zb-c-d]},
iD= 3a+2b-c+dbs[3a+2b-c-4]1}

Luego existen dos posibilidades para la ecuacién cartesiana:
ar+by+cz=3a+2b—c—|3a+2b—c—d|

o bien;
ar+by+cz=3a+2b—c+|3a+2b—c—d|

10. Calcular la longitud del segmento de recta cuyas ecuaciones simétricas son
r—3=—-y—2=—2z-—"7, que queda acotado por las intersecciones de esta
recta con los planos de ecuaciones 3x — 2y + 3z = —16 y 3x — 2y + 3z = 0.

Utilicemos las ecuaciones simétricas para hallar los puntos de
interseccién Py @ de la recta con los planos dados en el

problema. Es observable por las ecuaciones simétricas que:

r=1-y
y=5+z2
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Luego en Mathematica se procede de la forma siguiente

para hallar las coordenadas del punto P :

=
X:=1-¥:
¥:=5+2;

Solve[3x-2v+3z=--16, 2]

o=

H{z—-3}}

es decir, P = (—1,2,—3). Las coordenadas del punto @

se calculan en Mathematica mediante el procedimiento:
°=
Solve[3x-2y+3z--10, 2]
° =
ffz = -11}1

por tanto, @ = (7,—6,—11). Finalmente para determinar
la distancia de P a Q :

°=
S]'_1T|;llif}'[‘\'r (-1-T+ (2 +63° + (-3 +11)° ]
o =83

5. ESPACIOS VECTORIALES REALES

. Determine si el vector uw = (13,—41,35,-9) es combinacion lineal de los
vectores v = (1,3,-5,2), w = (4,—4,0,1).

Para resolver este ejercicio es necesario hallar la solucion del siguiente

sistema de ecuaciones:
u=av+ Pw

Luego en Mathematica:
=
wi= {13, -41, 35, -9};

vi= {1, 3, -3, 2}:

wi= {4, -4, 0, 1};
Solve[{axv+Bxw=1u}, {a, f}]
=
= =T, =5
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En consecuencia u es combinacién lineal de v y w.

2. Sean U, V; W los subespacios de IR3, U = {(a,b,c) / a+b+c=0},
V ={(a,b,c) Ja=c}, W ={(0,0,c) / ce IR}. Pruebe que IR* =U+V
y IR? = U+ W, donde si E es un espacio vectorial y A, B C E no vacios, se
de-
fine su suma denotada A+ B como:

A+B={a+b/ac ANbe B}

Si u = (a,b,c) € U entonces b = —a — ¢, es decir u = (a,—a — ¢,c¢). Por
otra parte si v = (h,4,j) € V entonces v = (h, i, h). Para demostrar que
IR? = U + V hay que resolver:

(xyya Z) = (CL, —a —C, C) + (hviy h)
Veamos:

° =
= {x, ¥y, 2}:

vi={a, -a-c, c}:
wi={h, i, h}:

Selve[{fu=wv+wl, fa, c, h, 1}]

=

d 4B == —

Como tiene infinidad de soluciones se ha probado la igualdad.

De forma similar para demostrar que IR? = U + W es necesario resolver:
(iC, Y, Z) = (a’, —a — ¢, C) + (0’ 0; h)

Luego:
S
u:=4{x, vy, 2}:

vi={a, —a-c, c}:
wai= {0, 0, h}:

Solve[{n==wv+w}, {a, c, h}]
o =
[{lga=%, ce-2-yV, h=ex+yv+2]]
3. Pruebe que el conjunto X es una familia libre de IRg[x] y halle una base B

de este espacio vectorial que contenga a X, si:

X:{z+x3,x2+x6,1+xf:v3}

31



Para probar que X es un conjunto de vectores [.i., se construye una matriz
donde cada fila representa los coeficientes en orden descendente de cada

uno de los polinomios del conjunto X, de la forma siguiente:

(136 2175 (134 2173 $2 IEl wo
00 0 1 0 1 0
A=1 0 0 0 1 0 0
00 0 -1 0 1 1

X es familia libre si al encontrar la matriz reducida por filas equivalente
por filas a A,no se obtiene ninguna fila nula. En Mathematica recuerde

que el comando que se utiliza para reducir una matriz es RowReduce,

entonces:

]
o O
o O
=]
o
o o
I

I~ e =

ooooaol

En consecuencia X es familia libre de vectores.

Para hallar una base de IRg [z] sabemos que dim IRg [x] = 7, es decir, hay
que completar X con cuatro vectores de IRg [z] por el teorma de completa-
cién de bases. Al utilizar dos ciclos anidados y el comando de niimeros

aleatorios Random, podemos hallar la base buscada, contenida en la

32



matriz B del siguiente procedimiento:

° =
0 00 1 o 1 0s
100 0 100
000 -1011

BE=]0 00 0 O00OO]|:;
0O 00 0 OO0 o0
000 0 oOoao
,0 00 0 o0 0|

i=4;

YWhile[i < 5,

For[i=1,3-«8,
B = ReplacePart[B, Randon[Integer, {0, L}], i, 331; J1++1:
If[i-- 7 && Det[B] --0, i = 3]:

If[i-==7 && Det[B] !=0, Print[MatrixForm[B1]1];: i++]

o=
ooo0 1l 01la0
100 0 1aa0
ooo-1011
1001 101
ool 1 110
o000 101
0100 001l

Note que por cada ejecucién del cédigo anterior, se encuentra una base

distinta de IRg [z]. Finalmente la base B obtenida en este resultado es:
B = {x3+x,x6+x2,fx3+x+1,x6+x3+x2+1,
4t a2t vt 1,40 Jrl}
4. Determine una base para los siguientes subespacios y deducir su dimension.

(a) V={P(z) € Rs[z] / P'(3) =0}
(b) W= {(x,y,2) € R* /] 3z + 2y — 5z =0}

A P@)e Ryl = P) = Y- 0w = P ) = 3 jogai
j=0 j=1
Por otra parte:
5 4 5 _
P (3)=0= Y ja;3 "' =0=a1 =— 3 ja;3’ " (%)
Jj=1 j=2

Luego:
5 4 5 5 4
P@)=a +a+ Y a2l =ap+ > a;a? — Y ja;37 71
=2 =2 =2

por ()
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5 . .
= P(x)=ao+ Y a; [27 —j3/ 7]
=2

.V =Gen(B) con B = {1,:1:2 — 6,23 — 27, 2% — 108, 25 — 405}
Podemos ahora construir una matriz donde cada fila represente los
coeficientes en orden descendente de cada uno de los polinomios

del conjunto B, de la siguiente forma:

x5 3’,'4 $3 3’,'2 xl 3’,'0
00 0 0 0 1
00 0 1 0 -6
A= 090 0o 1 0 0 -—27
01 0 0 0 —108
1 0 0 0 0 —405

Utilizando M athematica hallemos la matriz escalonada equivalente por
filas a A :

° =
‘00 00 a0 1
00010 -8
A:=|O 0O 1 0 0 =27
01 00 0 -108
v1 0 0 0 0 -403/
RowReduce [A]
o=
l1 00000
010000
oo l0o0ao0a0
o001l a0
ooo0o0aol

Finalmente como la matriz reducida no tiene filas nulas, B es familia libre
y por tanto base de V, ademds se concluye que la dimV = 5.
_ _ 5z=2
b. (v,y,2) €W =30 +2y-52=0=0=>3%
Luego:

(z,y,2) = (%,0,2) + (5%,,0) = 2 (2,0,1) + y (—3,1,0)
W = Gen ({(3.0.1) . (~2.1.0)})
Reduzcamos en Mathematica la matriz:

&

Il
7 N
| wlen
o
_= O
O =
N~
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lo cual da como resultado:

% 01
B:= :

_2 1 0

E
Em#teduce [B]
=

10 &
5
D1 L

5

En consecuencia una base de W es B = {(%, 0, 1) , (—%, 1, O)} y por tanto
la dim W = 2.
5. Sean S,T los subespacios de IR3[x] :
S = Gen ({x+ 1,231 —|—x+x3})
T = (Gen ({x2 —-1,-2+ 2x2})
Halle dim S, dim T, dim (S 4+ T) y dim (SNT).

Por un teorma:
dim(S+7T) =dimS +dim7T —dim (SN 7T)
Hallemos dim S, dim T y dim (S + T).
S = Gen ({x +1,231+2+ x3}) al formar una matriz de coeficientes y
reducirla por filas se obtiene:
=
0011
5= [1 0 0 0 ]:
1011
Rofteduce [S]

° =
1000
Dnll]
oooao

con lo cual se observa que dim S = 2.
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T = Gen ({2* —1,—2 + 22?}) de forma similar, en este caso se obtiene:

°=

010 -1
T=[u 2 0 -2}
Rofteduce [T]

o=

E

de donde dimT" = 1.
Por otra parte S+ T = Gen ({x +1,23, 1+ +23,22-1,-2+ 2:102})

cuya matriz de coeficientes reducida viene dada por:

=
001 1
1 00 0
R=]1 0 1 1 |;
010 -1
020 -2
Rowfteduce [R]

° =

1 00 0

o1 0o -1

oo 1 1

oo o 0

oo o 0

codim (S +T) =3.

Finalmente:
dim(SNT) =dimS + dim7T — dim(S +T) =2+1-3=0
lo cual nos permite concluir que SNT = {0}.

6. Halle el rango de la siguiente matriz:

3
1
0

Tk N =
N = O N

10 14 -5
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Para hallar el rango por filas de B, se reduce por filas la matriz:

=
12 3 4 -2

B:=2"121,
41 0 2 1
5 2 10 14 -5

Rowfleduce[B]

=

1000 4

0L oo 0
0010 8
ooo 1l -

Este resultado nos permite concluir, contando el nimero de filas no nulas,

que el rang (B) = 4.

7. Halle una base del subespacio W generado por la familia de vectores dada y
determine la dimension de W.

(D)D) () (5 )

Cada matriz dos por dos del conjunto se puede reescribir como un vector
de IR*, tomando en orden sus entradas como las componentes del vector,
lo anterior nos permite construir una matriz 5 x 4 donde cada fila represen-
ta un elemento del conjunto. Para hallar una base de W se reduce la matriz

resultante, de la siguiente forma:

=
i211
213 1
w:=|0 2 1 2 |:
321 4
5 00 -1
Row®Reduce [w]
o=
1l 0o0a0
o1 o0a0
oo l1a0
ooo1l
oo oo

En consecuencia una base de W es:

={(0 ) (030 0)(0 )

y por lo tanto dim W = 4, es decir, W = M> (IR) .
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6. VALORES Y VECTORES PROPIOS

1. Dada la siguiente matriz determinar los valores propios correspondientes,
ast como los subespacios propios y sus respectivas dimensiones. Utilice los
valores propios para deducir si la matriz es invertible y en caso afirmativo,
hallar la matriz inversa haciendo uso del teorema de Cayley Hamilton.

-7 -1 -6 3
1 1 -3 0
A= -1 1 0 1
1 1 -5 3

La instruccién en Mathematica para hallar los valores propios de A es:
°=
N[Bigenvalues[{{-7, -1, -&, 31, {1, 1, -3, 01,
{_ll 1| I:II 1}! {1I lI _'ﬁl 3}}]]

o=
1.47322-2.26599 1, 1.47322 + 2.26599 2, -T.8337, L.8872&8}

en consecuencia A posee valores propios reales e imaginarios. Ninguno de
sus eigenvalores es igual a cero, por tanto la matriz es invertible. Por otra
parte, para hallar vectores propios asociados a cada uno de estos valores

propios, se procede de la siguiente forma:
°=
W[Eigemwrectors[{{-7, -1, -&, 3}, {1, 1, -3, 01,
f-1,1, 0,1}, {1,1, -3, 3}}1]

° =

10.0712816-0.136733 1, 0.353282 - 0.561347 =,
0.391265+0.313577, 1.}, [0.0712816-0.136733 %,
0.358262+0.561367 %, 0.391265 - 0.313577 %, 1.1,
_45,2441, 2,98745, -£.28458, 1.1,
0.242383, -0.382107, 0.18573%, 1.1

luego los subespacios propios asociados a A\ = 1.47322 — 2.265991,
Ao = 1.47322 — 2.26599i, A\3 = —7.8337 y Ay = 1.88726 son:

ex, = Gen {(0.0712816 — 0.136733i, 0.358262 — 0.5613677,0.391265 + 0.313577:,1)}
ex, = Gen {(0.0712816 + 0.1367337,0.358262 + 0.561367,0.391265 — 0.313577i, 1)}
ex, = Gen {(—45.2441,2.98746, —6.28458,1)}
ex, = Gen {(0.248368, —0.382107,0.195799, 1)}

cuyas dimensiones son iguales a uno respectivamente.
Como ningtin valor propio es igual a cero la matriz es invertible.

El polinomio caracteristico de A se encuentra utilizando
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Mathematica como sigue a continuacion:
°=
Det [{{-7, -1, -6, 3}, {1,121, -3, 0}, 4{-1,1,0, 1},
1,1, -5, 3}y -{{A, 0,0,0}, {0, A, 0, 0},
0,0, A, 0}, {0,0, 0, A}}]

=

108870 -253% 23383

Por el teorema de Cayley Hamilton:
P(A)=—108+87A — 250> +3\* + \' = P (4) =0
= —1081; + 87TA —25A%2 + 343 + A* =0
= 1t (8TA—25A% + 343 + A%) = I,

87 25 3 42 1 43) —
= A (fosTa ~ 105 A + 1054° + 105 4%) =1
= A7 = qg5la — 754+ 10547 + 154
En Mathematica:
°=
7 _ _ 25 3 . 1 .
TdentityMatrix(4] - A+ A+ A
108 1038 108
o=
B U A §
108 7 i€ &
- = _1
g 27 18 3
L _= L ]
18 B g -
L

donde el comando IdentityMatrix [4] retorna la matriz identidad de

orden cuatro.
2. Diagonalice si es posible las siguientes matrices:

2 40
(a) A= 1 2 1
0 4 2
Para diagonalizar esta matriz se recurre en Mathematica al comando

JordanDecomposition :
°=
JordanDecomposition[{{2, 4, 0}, {1, 2, 1}, {0, 4, 2}1}]

o=
1

1
-1, 1, 13, {0, - =T
[1z, 0,08, [0, -2 {-1+472), 0}, {0, 0, 2 |[1+ﬁ]|}}}

e, 1,
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donde la matriz de transformacion:

-1 1 1
1 1
P=190 -7 &
1 1 1
y la matriz diagonal:
2 0 0
D=0 —-2(-1+2) 0
0 2(1+2)
satisfacen la igualdad:
A=pP.-D-pP!
1 0 0 0
2 -2 0 0
(b) B = 0o o0 2 -1
0o 0 -1 2

En Mathematica :

=
JordanDecomposition[{{1, 0, 0, 0}, {2, -2, 0, 0}, {0, 0, 2, -1},
{0, 0, -1, 23}]
° =
{{{o,0,3,0v,{1,0,2,0%,40,1,0, -1%, {0, 1,0, 11},
{{-2,0,0,0},{0,1,0,0},{0,0,1,0%,{0,0,0,3}}

donde la matriz de transformacion:

0 0 3 0
10 2 0
P= 01 0 -1
01 0 1
y la matriz diagonal:
-2 0 0 O
0 1 0 0
D= 0 0 1 0
0 0 0 3
satisfacen la igualdad:
B=pP-D-pP!

10 =35 50 —-24

1 0 0 0 2 13 -
3. Sea A = 0 1 0 0 , halle A%, A° y deduzca una relacion

0 0 1 0

para expresar el resultado de la potencia A™,Vn,n € IN.
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Utilizando Mathematica se tiene:

=
h:={{10, -35, 50, -24}, {1,0,0,0}, {0, 1,0,0}, {0,0,1,0}}

° =

A.R

65 -300 478 -Z40
1o -35 50 -:24

A.A.R

350 -1799 3010 -1360
a5 -300 476 -Z240
10 -35 a0 -Zd

1 a 0 0

Por otra parte, para hallar la potencia n—ésima de A es necesario

diagonalizar la matriz, como sigue a continuacion:
°=
JordanDecomposition[i]

o=
{441, 6,27, 04}, 11,4, 9, 16}, {1, 2,3, 4}, {1, 1,1, 1}},
{{L,0,0,0},40,2,0,0},{0,0,3,0},{0,0,0,d}}}

de donde:
1 8 27 64
1 4 9 16
P= 1 2 3 4
11 1 1
1 0 0 0
02 0 O
D= 00 3 0
0 0 0 4
Luego:
A" =P.Dp". p-1
1 0 0 0
n_ 0 2 0 O o1
= A P 0 0 3 0 P
0O 0 0 4»

cuyo resultado es una matriz sumamente grande, que no presentaremos en

este caso.

41



By Bs By B Bo
1 0 0 0 O
4. Si A = 0O 1 0 0 O con (3; € IR, halle el polinomio carac-
0o 0 1 0 0
0O 0 0 1 0

teristico de A. Determine las condiciones bajo las cudles A es diagonaliz-
able. Suponiendo que A es diagonalizable halle una relacion que exprese el
resultado de A™,N¥n,n € IN.

Supongamos que « es un valor propio de la matriz A, entonces si v =

T
Y
z
w
h
es un vector propio asociado a « por definicién tenemos que:
A-v=av
By Bs Ba B1 Bo T z
1 0 0 0 O y Y
= 0O 1 0 0 O z =a| z
0O 0 1 0 O w w
0 0 0 1 0O h h

lo que implica:

By + yBs + 2085 + wBy + hBy = ax

T =ay
Y=z
z=aw
w = ah

de donde se concluye que:

x = ath
y=a

z = a2h
w = ah

lo que nos permite obtener la forma del vector propio v:
ath
a3h
v=| a?n
ah
h

o bien:

2 iﬁazGen{(o/ﬂa?’,aQ,a,l)}

<
|
>
— QR Qw%;
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En particular se concluye que dimé, = 1. Este resultado nos permite
concluir que la matriz A es diagonalizable si y solo si todos sus valores
propios son simples. También el resultado nos conduce a escribir ex-
plicitamente la matriz de pasaje P de la siguiente forma:

IR I R

PEEND VAP VAN VAN ¥

P=| A A A3 A A

A1A2 A3 A As

11 1 1 1
siendo A1, A2, A3, Ay y A5 valores propios de A distintos dos a dos.
El polinomio caracteristico de A, se puede hallar en Mathematica

como sigue a continuacion:
°=
Det[R- ATdentityMatrix[5]]

o =
5 3 3 4
AT Sy v A AT S e A Ha e AT g

Supongamos que los ceros de dicho polinomio son Ay, Ag, A3, Ay ¥ As,
distintos dos a dos. Si estas raices son diferentes dos a dos, se concluye
que la matriz A es diagonalizable. Para hallar la potencia n—ésima de A
es necesario diagonalizar la matriz, donde en Mathematica tenemos:
=
F:={{x", 0,0, 0,0} {0, 53", 0,0,0}, {0, 0, 3", 0,0},
{0, 0,0, %% 0%, {0, 0,0,0, "}

P.F.Inverse[P]

lo cual devuelve una matriz sumamente grande, que no presentaremos en

este caso.

5. Diagonalice ortogonalmente la siguiente matriz:

12 00
21 00
B= 0 01 2
0 0 2 1

Hallemos los valores propios de B :

°=
B:={{1,2,0,0}, {2,1, 0,0}, {0,0,1, 2}, {0,0,2, 1}}

Eigenvalues[B]
=
{-1, -1, 3, 3}
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Por otra parte, vectores propios asociados a estos valores propios se pueden

hallar de la siguiente forma:
=
Eigenvectors[B]

=
{{0,0,-1,1},{-1,1,0,0},{0,0,1,1}, {1,1,0,0}}

Con base a este resultado una familia ortonormal de vectores propios corres-

ponde a:

-1 1 -1 1 1 1
f }J’{ f f nﬂ' u}ﬂ' {“J’ nﬂ' f

N R r T NE3
1 1

{ﬁ: ﬁ:“:“}}

{{o. o,

S

en consecuencia, la matriz ortogonal de pasaje P tal que:

-1 0 0 0
- 0 -1 0 0 1
B=r o o 30| 7T
o 0 0 3
viene dada por:
0 L o0 L
V2 V2
o 4= o0 =+
P= . V2 . V2
~5 0 7 0
— 0 == 0
V2 V2

6. Resuelva las siguientes relaciones de recurrencia homogéneas lineales con
coeficientes constantes:

(a) Snt+3 = Sny2 + Snt1 + 28, sujeta a las condiciones Sy = 1, S; = 1,
So=1.
La relacién de recurrencia se puede resolver formando el sistema de

ecuaciones:
Sn+3 == S7L+2 + SnJrl + 2Sn

Sn+2 - S7L+2
SnJrl — Sn+1

se tiene que la matriz asociada al sistema es A =

e
[
S O N
<

las condiciones iniciales estdn dadas por Xg =

— =
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Hallemos los valores propios de A :

=
R:={{1,1,2}, {1, 0,0}, {0,1,0}}

Eigenvalues[i]
° =
{2.-4 + i3 —4 — Jiv3)
Por otra parte, por el teorema de Monge-Vilchez:
_yn(ca—ci-(A2+A3)+co-A2-A3) n (ca—c1-(A14+X3)4co-A1-A3)
Sn =AY (A1=A3)(A1—A2) + A (A2—A3)(A2—A1)

n (ca—ci-(A14+A2)+co-A1-A2)
R\ R vy va o v v m

siendo A\ = 2, Ay = —% + %Z\/g, A3 = —% — %i\/g,co =c =cy = 1.
En Mathematica:

°«=
.11:=2
-1 3
.12 A= — + A“‘II'_ I
2
1 a3
Az 1= — - ——
2
Ccp:=1
cy =1
c; :=1
n {0z -C1 (A +Az) + 0y Az Az) n 0z -01 (A0 + Az) +0p Ag Az)
5, =g + A +
- (A - ) (A4 -A3) (A - A43) (A - Az)
wr {Cz -1 (A3 + Az) +Cg A3 Az)
5
(A -) (A - A)
=
Simplify[5.]
1

27 (34 (2-143) (-1+243) 7 (-1-343)" [24143))

nos d4 el criterio de asociacion explicito de la sucesién definida por
recurrencia.
(b) Sp4a = %SnJr?, — 12—1 nt2 + Snt1 — Sp sujeta a las condiciones Sy = 2
, 51 =-3,5,=4,5="1.
La relacién de recurrencia se puede resolver formando el sistema de
ecuaciones:
S’n+4 = %Sn+3 - %Sn+3 + S7L+1 — Sn
S’n+3 = Sn-‘rb‘
Sn+2 - Sn+2
Sn+1 = Snt1
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"
=

_ o o

se tiene que la matriz asociada al sistema es A =

O O N

y las condiciones iniciales estdn dadas por Xy =

|
b,
N~ O~ O
[ V]

Hallemos los valores propios de A :

* =
H[Eigenvalues[f]]

o=
f1.71612-1. 460243, 1.716812 + 1. 4602414,

0.0318767 - 0.442346 1, 0.03158767 + 0.442346 1}

Por otra parte, por el teorema de Monge-Vilchez:

g —\" (03—02'(>\2+z\3+>\4)+61()\2)\3+/\2>\4+>\3/\4)—00'>\2')\3'>\4)+
n 1 (A1 =2A2) (A1 =A3)(A1—A4)

A% (03*62'()\1+/\3+>\4)+61(/\1)\3+/\1/\4+>\3/\4)*60'/\1')\3')\4)+

2 (A2—=A1)(A2—A3)(A2—A4)

AR (03—02'(>\2+>\1+>\4)+01(/\2>\1+>\2/\4+)\1>\4)—Co'/\2'>\1')\4)+

3 (As—A1)(Az—A2)(Az—A4)

A" (es3—ca-(Aa+A1+A3)+c1 (A2 A1+ A2 A3+A1A3) —co-A2-A1-A3)
4 (Aa=A1)(Aa—=A2)(Aa—A3)

siendo A; = 1.71812 — 1.46024%, Ao = 1.71812 + 1.46024¢,
A3 = 0.0318767 — 0.4423467, A4 = 0.0318767 + 0.442346¢,
co=2,c0=—-3,co=4yc3=T.
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En Mathematica:
o=
A; =1.71812 - 1.46024 1n;
Ay =1.71812 + 1.46024 1 ;

Az =0.0318767 - 0.442346 0

Ay =0.0318767 + 0.442346 0

n (0 -Ca (A + A5 + Ay + 01 (A Az + Ap Ay + A3 Ay} - Cp Az Az A4) .
(A - ) (g - Az) (g - Ay)

n (03 —-Cp (A + Az + W) +01 {7 Az + A3 Ay + Az A4) -Cop Ay Az ) .
(A - ) (A - ) (A - 4)

n (03 -C2 (A1 + Mg+ MY +01 {7 Ap + A7 Ay + Ap A4 ) -Cop Ay Az W) .

Sn_ = .11

A

- (O - A1) (A5 - Az) (A5 - A4)
P (Cz -0 {0 + A +Az)+01 (A3 Az + 3 Az + A Az) -0 A Az Az)
(A - ) (g - A2) (A - A3)
o=
&n

(0.801295- 5.63637 1) (0.0318767 - 0. 442346 10" +
(0.801295+ 5.63637 1) (0.0318767 + 0. 442346 1) ™ +
(0.195707+ 042889 1) (1.71612 - 1.460244)7 +
(0.198707-0.42889 1) (1l.71612 + 1. 4602427

nos dé aproximadamente el criterio de asociacién explicito de la suce-

sién definida por recurrencia.

7. En cada caso, determinar la ecuacion de la seccion conica con respecto a un
nuevo sistema de coordenadas, identifiquela y trace su grifica.

(a) 222 — 4oy — y? — 4o + 10y = 13

Diagonalicemos ortogonalmente la matriz:

a=(2 7))
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Los valores propios de A se obtienen de la siguiente forma en M athematica :

=
h:= {{2: _2}r {_2r _1}}
Eigenvralues[A]

o=
{-2, 3}

La forma cuadratica real del polinomio 222 — 4zy — 32 es equivalente
a:
~2y; +3y5

La matriz de pasaje que diagonaliza A, se calcula utilizando M athematica
como sigue:

°=

JordanDecomposition[R]

° =

L, =2h, 2, Lk, [0-2, 03, 10, 3}

en consecuencia la matriz de pasaje P que diagonaliza ortogonalmente

A es:
1 2
r-(% )
Vs s

Como:

(v)=7(3)

— L. 2
T="p0 T mY (1)
_ 2 1
y—\/gy1+\/592

se obtiene el sistema:

En consecuencia la ecuacién dada en funcién de y; y y2 es:

1 2 2 1
—22+32—4<— - = >+10<— +— >=13
i Y2 \/5 s \/5 b2 \/5 u \/5 b2
efectuando productos, simplficando y completando cuadrados:

(y2+%)2 B (%-%)2 .

2 (Vo)

que corresponde a una hipérbola centrada en (\;*5, —%) , lo cual en

(1) se reduce al par ordenado (2, 1) . La gréfica de esta curva se traza
en Mathematica llamando mediante el cédigo << Graphics' ImplicitPlot’ ",

la libreria que permite reconocer el comando ImplicitPlot, el cual graf
ica
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una funcién implicita. De este modo en Mathematica tenemos:

° =
<< "Graphics " ImplicitPlot ™"

Clear[x, ¥]; ImplicitPlot[2x" -4 xy-¥ -4x+10¥ == 13,
{x, -30, 30}, {y, -30, 30}, AxesLabel - {"x", "¥"}]
° =

¥
20

20

n

=10

-Z0

_SD I I I I I I I
-0 -z0 -10 0 10 3 20

(b) 322 —2v3Bay +y> —2x — 23y =0
Diagonalicemos ortogonalmente la matriz:

(%)

Los valores propios de A se obtienen de la siguiente forma en Mathematica :

=

ai- ({3, -3}, (-3, 1))

Eigenvalues[fi]
=
{0, 4}

La forma cuadrética real del polinomio 322 —2v/3zy+%2 es equivalente
a:
Oy + 4y3

La matriz de pasaje que diagonaliza A, se calcula utilizando M athematica
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como sigue:
°=
dJordanDecomposition[i]
° =

{{{ﬁ% ,-v3hoaL u} vo, 0, (0, 4}

en consecuencia la matriz de pasaje P que diagonaliza ortogonalmente

A es:
1L _V3
2 2

(v)=(3)

— Ly 3
ST (2)

Y= @yl“v‘%:%

Como:

se obtiene el sistema:

En consecuencia la ecuacién dada en funcién de y; y yo es:

1 V3 V3 1
dys —2 (591 - 73/2) -2v3 (72/1 + 51/2) =0

efectuando productos y simplficando:

1
2

=4.=
Ya 491

que corresponde a una pardbola céncava hacia la derecha y centrada
en (0,0), lo cual en (2) se reduce al par ordenado (0,0) . La gréfica
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de esta curva, se traza en Mathematica mediante el cédigo:
°=
<< "Graphics ImplicitPlot ™"

Clear[x, ¥]:

ImplicitPlot[3x" -24/3 xy+¥ -2x-2+3 y==0,
{x, -3, 30}, {y, -1, 30}, AxesLabel = {"x", "y"}]

° =
F
20 F

5t
20t
15+

1ot

7. TRANSFORMACIONES LINEALES Y MATRICES

1. Determine cudles de las siguientes funciones son aplicaciones lineales.
(a) f: IR — IR? tal que: f(z,y,2) = (2,2 +7y).
Por un teorema f es aplicacién lineal si:
f(a(ar,b1,e1) + B (az,b2,¢2)) = af (a1,b1,c1) + Bf (az, b2, c2)

es decir:

F(a(ar,br,er) + B (az, bz, ea))—af (a1, b, 1) =B (ag,ba,c2) = 0
En Mathematica tenemos:
=
f[]{_; h Z_] =z, x+¥}

Simplify[f[aa; + fa;, aby + b, acy + fca] -
affa;, by, c1] - fi[ay, by, c2]]

o=
fao, 0}
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En consecuencia f es aplicaci¢én lineal.
(b) f:R?— R tal que: f(z,y) =|z—1yl.
De forma similar:
°=
fx , ¥ 1:=Wbs[x-¥]

Simplify[flaa; + fa;, aby +fby] -aflay, by] -Ff[az, b:z]]
o =
-z hhs[a; -by] -fhbs[a; -b;] +Abs[oa +Sa;-ah; - 5b;]

*. f no es aplicacién lineal, dado que el resultado no es igual a cero.

2. Sea T : IR?® — IR? una transformacion lineal tal que: T (1,2,0) = ( 1),
T(-1,1,2) = (1,1) y T(0,3,3) = (=1,0). Determine T (z,y,z),
V(z,y,2) € IR3.

Probemos que B = {(1,2,0),(-1,1,2),(0,3,3)} es una base de IR3. En

Mathematica :
°=

1 20
i= [— 112 ] B
0 3 3
MatrixForm[RowReduce[#A]]
° =
1 00
[ o010 ]
ool
En consecuencia B es una base de IR? pues no se obtuvo ninguna fila nula.
A continuacién, expresemos el vector (z,y, z) como combinacién lineal de

los elementos de B, para ello es necesario resolver el sistema de ecuacio-

nes lineales:

(z,y,2) =a(1,2,0)+ 6(-1,1,2) + v(0,3,3)

es decir:
a—fF==z
2a+B+3y=y
26+ 3v ==
En Mathematica :
°=
1 -110
LlnearSulve[[ ] [ ]]
o =
X +¥-F
-2X+¥-2

% fdx—2v+ 3z
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Luego el criterio de asociacién explicito de la aplicacién lineal, se obtiene

de la siguiente manera:

° =
Sj_trpliff[{—x+f—z} 1, 1Y+ {-2x+¥y-2) {1, 1} +

1
3 Mx-2y+32){-1, l]}]

=

1
{E (-13x+8v-9z), -3x+2y-23}

T (z,y,2) = (3 (—13z + 8y — 92) , —3w + 2y — 22) .

3. Sea T i IRylx] — IRs[x] wuna aplicacion lineal tal que:
f() (t)dt + xp” (x) — xp (0) entonces:

(a) Halle T (az* + bx + ¢) Va,b,c € IR.
En Mathematica :

° =
plx_1 icax +bx+cC

smplity[ [pre1at » — [l (p[x1} ] x - xp[0]]
dx *dx

° =
b x? ax’
b+dax+ +
3
Luego:
b 3
T(aw +bx+c)-b+4am+%+%

(b) Halle ImT, Ker (T), expresados como conjuntos generadores.

La base canénica de IRy [x] corresponde a B = {332, T, 1}, al hallar la
imagen de B obtenemos un conjunto de vectores que generan Im T
Utilizando M athematica tenemos que:

=
bx ax
¥ 3

Tla ,b ,c J:=h+lax+

Por otra parte:
°=

T[O, 0, 1]

e <=0
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°=
T[O, 1, 0]

o=

:{i

l+ —

2
°=
T[1, 0, 0]
o=
-
dw+ —
3
En consecuencia:

2 3
ImT:Gen{O,l—i—%Aa@—i—%}

Con respecto al Ker (T'), observe que al resolver:

bx?  ax®
b+4 —+—=0
+ dax + 5 + 3

se obtiene que a = b = 0, por lo tanto:
Ker (T)={(0,0,¢) | c € R} = Gen {(0,0,1)}

(¢) Halle una base para Im T, Ker (T) y deducir sus dimensiones.
Por los resultados anteriores, para hallar una base de Im T probemos
que {1 + %2, dx + "I/’—;} es una familia libre de vectores.
En Mathematica :

°=

0
Ruwﬂeduce[[ 1
E)

= m|E

=

[y

. —
d

4 0
o=
1 0 12 0
IZI:IlI:IZIJ

Luego B’ = {1 + %,43} + %} es una base de Im T y dim (Im7T') = 2.
Por otra parte, dim (Ker (T')) = 1, puesto que Ker (T') = Gen {(0,0,1)} .
4. Sea T wuna aplicacion lineal de IRy [x] en IR® tal que: T (1) = (1,1,0),
T(x+1)=(1,2,1)y T (22 +1) = (1,3,2). Calcule T ((933 + 1)2> ,T (322 4+ x — 3)
y T (az* 4+ bz +¢), Va,b,c € R.
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ProbemosqueB:{1,z+1,x2Jrl}esunabasedelRQ [z] . En Mathematica :
=
001
Rmﬂedul:e[[l] 1 1]]
101
o =
1 00
[EI 1 I:I]
ool

Como no se obtienen filas nulas, B es base de IRs [z]. Por otra parte,
expresemos como combinacién lineal de los elementos de B, al vector

ax? 4 bx + ¢, para ello es necesario resolver el sistema:

ax2+bx+c:oz~1+ﬁ(z+1)+’y(12+1)

es decir:
7=0
B=b
at+B+v=c

En Mathematica :

=

001 a
LinﬂarSulve[[I] 1 n], [h]]

111
=
-a-hb+c
b
a

ST (a2 +br+c) =(—a—b+c¢)T (1) +bT (x+1) +aT (x> +1).
Finalmente en Mathematica :
°=
Simplify[{-a-b+c) {1, 1, 0}+h {1, 2, 1 +afl, 3, 2}]
° =
o, 2a+b+i, 2a+hl

Ademas:

° =
Tfa ;b ,c J:={c, 2a+b+c, 2a+h}

=
T[#1, 18, 1]
° =

(1, 181, 1801
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=

T3, 1, -3]
=
-3, 4, 7

T ((9:1: + 1)2) = (1,181,180) y T (322 + = — 3) = (~3,4,7).

5. Determine [f]p py si f € Lr (IR?) tal que: f(z,y) = (x —y,x+2y),
={(-1,1),(0,2)} y B'={(=1,0),(0,1)}.

Calculemos f (B), en Mathematica :

=
flx , ¥ 1:={x-¥, x+2¥}

o=
£f[-1, 1]
o=
{-2, 1}
°=
£[o, 2]
o=
{-2, 4}
Luego f (B) ={(-2,1),(—2,4)}, debemos ahora expresar estos vectores

como combinacién lineal de los elementos de B’. Para ello es necesario

{ —Q =X
B =yo

con (g, yo) las coordenadas de un vector de f (B). Finalmente:

Ao =7 1)

resolver:

1 -1 3
6. DadalamatrizA=1| 2 0 1 | hallar g,g € Lp (ZR3) tal que: [9](3,3') =
3 —1 2

A donde B y B’ son las bases B = {(—1,3,0),(0,2,1),(0,0,1)} y B’ es la
base candnica de IR3.

Por definicién de matriz representativa:

g(—1,3,0) = (1,2,3)
g(0,2,1) = (~1,0, 1)
g(0,0,1) = (3,1,2)

Expresemos el vector (z, y, z) como una combinacién lineal de los elementos
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de B. Resolvamos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

— =2
3a+28=y
Btn=2

En Mathematica :

" 1 00
LlnearSulve[[u 2 1] [ ]]

° =
-x

% (3x%+7)

T (-3x-y+22)

Luego:
1 1
g (I‘, Y, Z) =z (17 27 3)+§ (33" + y) (_1707 _1)+§ (_337 —y+ 22) (35 17 2)

En Mathematica :
=

1
simplify[-x {1, 2, 3} + 5 BXep 1,0, -1}y

2 Y f f ]
[ I —

1 1
{-?x-2y+3z, ~ CTx-veza), - (-lsx-3y+4zj}
Finalmente:

vy 15 3
9(z,y,2) = <_7$_29+327_7 —§+Z,—7$—§y+22>

7. Sea T : IR? — IR? la transformacion lineal dada por: T (z,y, z) =
Considere las bases de IR* B = {(1,0,1),(1, ) (1
B'={(1,0,0),(0,1,1),(1,1,0)}.

( Wtz x4+ 2).
LD}y

(a) Hallar la matriz representativa de T' con respecto a la base B.
En Mathematica :

* =
T[x R rz] ={X,¥+Z, X+E}

=
T[1, 0, 1]

° =
{1, 1,2}
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=
T[1, 1, 0]
o=

1,1, 1}

°=
T[1, 1, 1]
o=

{1, 2, 2}

Es necesario expresar los vectores (1,1,2),(1,1,1) y (1,2,2) como
combinacién lineal de los elementos de B. Para ello, se procede en
Mathematica de la siguiente forma:

=
111 1
LinearSnlve[[l] 1 1]; [1]]
101 2
L=
1]
2
=
111 1
LinearSnlve[[l] 1 1]; [1]]
101 1
o =
a
1
° =

111 1
LinearSnlve[[l] 1 1], [2]]

1 1 2
o =

H

De donde:
0 0 -1
T)p = -1 0 -1
2 1 3

(b) Hallar la matriz de transicion de B’ a B.

Para hallar esta matriz, en Mathematica se sigue el siguiente proce-
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dimiento:

°=
101 1
LinearSulve[[l] 1 1]; [l]]]
0 1 0 1
o =
Z
o
-1
°=
101 1
LinearSulve[[l] 1 1]; [1]]
0 10 0
o=
]
q
1
°=
101 1
LinearSulve[[ll 1 1], [1]]
0 1 0 1
o=
1
H
]
Luego:
2 01
Uplppy=| 1 0 1
-1 1 0

(¢) Usar a y b para encontrar [T}(B,B') .

Por un teorema sabemos que:
Tp,py = Ursl (s - T Urslp = Urs]ppy - [T]p - I3
Esta operacion en Mathematica, se resuelve de la siguiente manera:

°=
[ 2
1
-1

[l —
[

1y ¢0 0 -1
.[-1 0 —1].Identit1'l{atrix[3]
2 1 3

Lo
=
ra
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Finalmente:

2 1 1
Tppy=| 2 1 2
-1 0 0
8. Sea T : IR® — IR? definida por:
1 20
Tly=| -1 3 2
0 1 1

Donde B ={(1,0,0),(0,1,1),(1,1,0)}.

(a) Compruebe que T es invertible.

Sabemos que T es inyectiva si:
B base de IR* = T (B) es base de Im T

Por los datos del ejercicio:

(1,0,0) = 1(17070) - 1(07171)+0(15170) - (Lflyfl)
7(0,1,1) =2(1,0,0) +3(0,1,1) +1(1,1,0) = (3,4,3)
T(1,1,0) = 0(1,0,0) +2(0,1,1) + 1(1,1,0) = (1,3,2)

es decir;
T(B)={(1,-1,-1),(3,4,3),(1,3,2)}

Para probar que T (B) es base de IR? basta con reducir la matriz:

1 -1 -1
3 4 3
1 3 2

y comprobar que no tiene ninguna fila nula. En Mathematica :

o=

1 —1 -1
Rmﬂﬂdul:e[[ 3 ]]
2

o=
1 00
[Dln]
ool

Por otra parte, se observa que dimIm T = 3, en consecuencia
ImT = IR? y por lo tanto, T es sobreyectiva. Como T es
inyectiva y sobreyectiva a la vez, es biyectiva y por ende tiene
inversa.

(b) Caleule [T~], y T7' (z,y,2).

Por un teorema:



Luego en Mathematica :
=

1 2 0
Imrerse[[—l 3 2]]

0 11

Por otra parte, para hallar 7~! por definicién de matriz representativa
tenemos que:

T71(1,0,0) = % (1,0,0) + £ (0,1,1) + 5 (1,1,0)
T7(0,1,1) = =2 (1,0,0) + § (0,1,1) + 3 (1,1,0)
T7'(1,1,0) = 3(1,0,0) + 52 (0,1,1) + 3 (1,1,0)

En Mathematica :

o =
1 1 -1
E{lr o, u}‘";{“; 1, 1]""?{1: 1,0}

° =

fo,0, 2]

- 1 -1
— {1, 0, 0}+—4{0,1,1}+ — {1,1,0
3{; . 0} 3{; 1} 3 {1,1, 0}

o =

— {1, 0, “}"'__2{“: 1, 1}"'5{1: 1,0}
3 3 3
o =

for1-2)

Expresemos el vector (x,y,z) como combinacién lineal de los

elementos de B, resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones
lineales:

at+vy=x
B+y=y
==z
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En Mathematica :

°=
101 X
LinearSulve[[l] 1 1], [1']]
0 10 Z
o=
H-F+Z
a
voz

Luego:

T z,y,2) = (x—y+2) (0,0, %) +2 <—1,0, %)‘F(Z/ —2) (3> L=z

En Mathematica :

=

Simplify[(x-¥+z) {0, 0, %}+z{—1; 0, ;}J,

2
(¥r-z){3, 1, _E}]
° =

{3}*—42,}*—2, % (x—3y+4zj}

Finalmente:

4
T_l (.’E,y,Z): (3y—42>y—2,§_y+§z)

8. PROGRAMACION LINEAL

1. Minimizar z = 4x + 3y, sweta a:

3x + 2y > 160
o5z + 2y > 200
T+ 2y > 80
z,y >0
Para minimizar esta funcién objetivo se procede en Mathematica de la

siguiente manera:

°=
LinearProgramming[{4, 3}, 103, 21, I35, 21, {1, 211,
{{1s0, 1}, {200, 1}, {80, 13}, {f0, =}, {0, =}}]
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Finalmente, al sustituir en la funcién objetivo z = 40 y y = 20 se obtiene

que 220 es el valor minimo de z.

2. Maximizar z = 20x 4 10y, su:

4z + 3y < 48
3z + 5y < 60
r<9
z,y=>0

En Mathematica :

=
LinearProgramming[{-20, -10}, {4, 3}, {3, 5}, {1, 01},
{{48, -1}, {&0, -1}, {9, -1}}, {{0, w}, {0, w}]}]

o=
13,4

En este ejemplo a la funcién objetivo se le invirtié el signo, pues el comando
Linear Programming unicamente minimiza una funcién lineal y en este
problema z se debe maximizar. Finalmente, el valor méximo ocurre

cuando z =9 y y = 4, y corresponde a 220.
3. Minimaizar w = 20x + 30y + 16z, si:

25z +3y+22>3
r+3y+2z>4
x,y,2 >0

En Mathematica :

=
LinearProgramming[{20, 30, 16}, [f2.5, 3, 1}, {1, 3, 2}},
{{3, 1}, {4, 11}, {{0, w}, {0, ]}, {0, «}}]

=

Luego el valor minimo de w ocurre cuando x = 0,y = % yz=1,

y corresponde a w = 36.

4. Una compaiiia de recoleccion de basura transporta en su flotilla de camiones
desechos industriales en contenedores sellados. Supongamos que cada con-
tenedor de Smith Corporation pesa 6 libras y tiene un volumen de 3 pies
ctibicos, mientras que cada contenedor de Johnson Corporation pesa 12 li-
bras y tiene un volumen de 1 pie cibico. La compaiiia cobra a Smith Cor-
poration 30.3 por cada contenedor transportado en un viaje, y 0.68 por cada
contenedor de Johnson Corporation. Si un camion no puede transportar
mdas de 18000 libras o mds de 1800 pies cibicos de volumen, scudl es la
ganancia mdzrima en cada viaje por carga?.
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El problema de programacién lineal descrito corresponde a:

Maximizar G = 0.3z + 0.6y
6x 4+ 12y < 18000
3z +y < 1800
z,y >0

Siendo “z” el nimero de contenedores transportados de Smith Corporation
y “y” el nimero de contenedores de Johnson Corporation.

Luego en Mathematica :

=
LinearProgramming[{-0.3, -0.6}, {{&, 12}, {3, 1}},
{{iso00, -1}, {1800, -1}}, {I0, =}, {0, =}}]

o =
{0., 1500,

En consecuencia, la ganancia méxima ocurre cuando x = 0 y y = 1500,

y su valor corresponde a $900.

5. Un fabricante de juguetes que estd preparando un programa de produccion
para dos nuevos articulos “Maravilla” y “Fantastico”, debe utilizar la in-
formacion respecto a sus tiempos de construccion que se proporciona en la
tabla al final del problema. Las horas de trabajo disponibles de los emplea-
dos, por semana, son: para la mdquina A, 70 horas, para la B, 40, para
terminado, 90 horas. Si las utilidades de cada juguete “Maravilla” y cada
Juguete “Fantdstico” son de 34 y $6 respectivamente, ;cudntas unidades
de cada uno deben fabricarse por semana con el objetivo de maximizar las
utilidades?. ;Cudl es la utilidad mdxima?.

Mdaquina A | Maquina B | Terminado
Maravilla 2 hr 1 hr 1 hr
Fantastico 1 hr 1 hr 3 hr

El problema de programacién lineal descrito corresponde a:

Mazimizar U = 4x + 6y
20 +y <70
x+y <40
z+ 3y <90
z,y >0
Siendo “z” el nimero de unidades Maravilla y “y” el nimero de unidades

Fantdstico. Luego en Mathematica :

=
LinearProgramming[{-4, -6, f{2, 1}, 11,1}, 11, 311,
{{70, -1}, {40, -1}, {90, -1}}, {{0, e}, {0, w}}]

o=
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En consecuencia, el valor maximo de la utilidad U ocurre cuando se fabrican

15 unidades Maravilla y 25 unidades Fantdstico, y su valor es de $210.
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